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4 月 1 日作业

Question 1

设 L ∈ L(E1,E2). 证明以下结论成立:

1. ker(L) = (im(L∗)⊥(课上已证), (ker(L))⊥ = im(L∗);

2. ker(L∗) = (im(L))⊥, (ker(L∗))⊥ = im(L).

Solution. ∀x ∈ im(L∗), 存在 y ∈ E2, x = L∗(y). 对于任意 x ∈ ker(L),

⟨x, L∗(y)⟩ = ⟨L(x), y⟩ = 0.

故 x ∈ (ker(L))⊥. 这说明了
im(L∗) ⊂ (ker(L))⊥.

由于
E1 = imL∗ ⊕ im(L∗)⊥ = imL∗ ⊕ ker(L) ⊂ (ker(L))⊥ ⊕ ker(L) = E1,

得到
imL*⊕ ker(L) = (ker(L))⊥ ⊕ ker(L)

由于 (ker(L))⊥
∩

ker(L) = ∅, imL∗ ∩ ker(L) = ∅. 故必然有

(ker(L))⊥ = im(L∗)

由于 L 与 L∗ 互为对偶, ker(L∗) = (im(L))⊥, (ker(L∗))⊥ = im(L) 由 ker(L) = (im(L∗)⊥,
(ker(L))⊥ = im(L∗) 立得.

Question 2

设 A ∈ Sn
+, 证明存在唯一的 B ∈ Sn

+ 使得 B2 = A, 即 B = A
1
2 . 这表明开根号运算在 Sn

+ 中是
良定的.

1



Solution. 存在性. 由于 A ∈ S+
n , 故存在 T ∈ O(n), 使得 T−1AT = ΣA. ΣA 是对角矩阵. 记

ΣA = diag{λ1, · · · , λn}, λ1 ⩾ 0, · · · , λn ⩾ 0.

取
B = T diag{

√
λ1, · · · ,

√
λn}T−1.

即满足 B2 = A. 唯一性. 假如还存在 C2 = A, 则 (T−1CT )2 = ΣA, 易得 T−1CT ∈ Sn
+.

于是, 存在另一正交矩阵 S ∈ O(n), 使得 S−1T−1CTS = diag{λ′
1, · · · , λ′

n}, 而 S−1T−1BTS =

diag{λ1, · · · , λn}, 于是 B 和 C 可同时对角化. 故 BC = CB.

于是
B2 − C2 = (B + C)(B − C) = 0, (1)

由于 B + C ∈ S+
n , 故 |B + C| > 0, 故 B − C = 0. 这说明了 B 的唯一性, 本题证毕.

Question 3

设 A,B 是 E 得非空闭子集, λ, µ ∈ R, A,B 中至少有一个有界. 证明 λA+ µB 也是闭集, 并通
过反例说明这里的有界性是必要的.

Solution. 不妨设 A 有界,∀ z∗ ∈ λA+ µB, 存在 {zk = λxk + µyk, xk ∈ A, yk ∈ B}, 使得
{zk = λxk +µyk} → z∗. 由于 {xk} 有界，故存在子列 {xkm

} ⊂ {xk}, 使得 {xkm
} → x∗ ∈ A. 由

此，{µykm
} → z∗ − λx∗, 由 B 的闭性, z∗ − λx∗ ∈ µB, 故 z∗ − λx∗ + λx∗ ∈ λA+ µB, 故

λA+ µB = λA+ µB.

即 λA+ µB 是闭集.

反例: A = {n+ 1
n
}, B = {−n}, 于是

A+B = {k +
1

n
}, k ∈ Z, n ∈ N+.

易见 0 是 A+B 的聚点, 但是 0 /∈ A+B.

4 月 3 日作业

Question 1

证明: epi(cl(f)) = cl(epi(f)).
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Solution. 记 f : E → [−∞,+∞], 由于 cl(f) 是下半连续的, 因此 epi(cl(f)) 是闭的. 由于

cl(f) ⩽ f,

故 epi(cl(f)) ⊃ epi(f). 由 epi(cl(f)) 闭性, 知

epi(cl(f)) ⊃ cl(epi(f)) (2)

若 ∀ (x∗, α∗) ∈ epi(cl(f)), 有
lim inf
x→x∗

f(x∗) ⩽ α∗.

即存在 α,使得 ∃ {xk} → x∗, f(xk) → α ⩽ α∗.由于 (xk, f(xk)) ∈ epi(f),故 (x∗, α) ∈ cl(epi(f)).
又 α∗ ⩾ α, 故必然有 (x∗, α∗) ∈ cl(epi(f)). 于是

epi(cl(f)) ⊂ cl(epi(f)). (3)

综合 (11) 和 (3), 得
epi(cl(f)) = cl(epi(f)).

证毕.

4 月 8 日作业

Question 1

设 A ∈ Sn, b ∈ Rn, 二次函数 q : Rn → R 定义为

q(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x

证明如下三条性质互相等价:

1. infRn q > −∞.

2. A ⪰ 0, b ∈ im(A).

3. arg minRn q ̸= ∅.

Solution.

“(1) ⇒ (2)”：由于 infRn q > −∞, 故一定存在 x∗ ∈ Rn, 使得 x∗ ∈ arg minRn q. 在 x∗ 处任意施
加扰动, 都有

q(x∗ +∆x)− q(x∗) ⩾ 0. (4)

由 (4) 可得,
q(x∗ +∆x)− q(x∗) =(∆x)⊤(Ax∗ + b) + (∆x)⊤A(∆x)

∆x→0
=====(∆x)T (Ax∗ + b) + o(∥∆x∥)

⩾0.

3



对 ∀∆x > 0成立,这说明 Ax∗+b = 0,即, b ∈ im(A)另外,当 ∥∆x∥充分大时, q(x∗+∆x)−q(x∗)

与 ∆x⊤A∆x 同号, 这说明, ∀ ∆x,

∆x⊤A∆x ⩾ 0. (5)

这说明 A ⪰ 0.

“(2) ⇒ (3)”：由于 b ∈ im(A), 不妨记 b = Aλ. 由于 A ⪰ 0, 则

q(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x

=
1

2
x⊤Ax+ λ⊤Ax

=
1

2
(x+ λ)⊤A(x+ λ)− 1

2
λAλ⊤

⩾ 1

2
λAλ⊤.

且当 x = −λ 时取等号. 于是 arg minRn q ⊃ {−λ} ̸= ∅.

“(3) ⇒ (1)”: 由 q(x) 的适定性, 立得.

Question 2

证明: 设集合 X ̸=, 给定一个包算子 hull : 2X → 2X , 可以确定一个包系统. 即证, S = {hull(S) |
S ⊂ X} 是一个包系统.

Solution. 根据教材 命题 1.18 知, 需验证 S = {hull(S) | S ⊂ X} 满足包系统的两个条件.

1. X ∈ S. 由
X ⊂ hull(X) ⊂ X

立得.

2. 对任意非空 A ⊆ S,∩
hull(S)∈A

hull(S) ⊂ hull(
∩

hull(S)∈A

hull(S)) ⊂
∩

hull(S)∈A

hull(hull(S)) =
∩

hull(S)∈A

hull(S).

故 ∩
hull(S)∈A

hull(S) = hull(
∩

hull(S)∈A

hull(S)).

即 ∩
hull(S)∈A

hull(S) ⊂ S (6)

故 S = {hull(S) | S ⊂ X} 是一个包系统.

4 月 10 日作业

Question 1
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证明：设 x0, x1, x2, · · · , xk ∈ E, 则

x0 + span{x1 − x0, · · · , xk − x0} = aff{x0, · · · , xk}. (7)

特别地, 如果 {x0, · · · , xk} 包含 0, 则 aff{x0, · · · , xk} = span{x0, · · · , xk}.

Solution. 取
k∑

i=0

ai = 1 则

x0 + span{x1 − x0, · · · , xk − x0} = x0 +
k∑

i=1

ai(xi − x0) = (1−
k∑

i=1

ai)(x0) +
k∑

i=1

aixi

=
k∑

i=0

aixi = aff{x0, · · · , xk}�
(8)

故立得
x0 + span{x1 − x0, · · · , xk − x0} = aff{x0, · · · , xk}. (9)

若 {x0, · · · , xk} 包含 0，不妨记 x0 = 0. 则由 (9), 代入 x0 = 0, 有

span{x0, · · · , xk} = span{x1 · · · , xk} = x0+span{x1−x0, · · · , xk−x0} = aff{x0, · · · , xk}. (10)

本题证毕.

4 月 22 日作业

Question 1

Closure cl M of M , which in terms of hull operators is the intersection of all closed sets
containing M , can also be written as

cl M = {x | ∀ε > 0, Bε(x)
∩

M ̸= ∅}

= {x | ∃{xk} ⊂ M, s. t. lim
k→∞

xk = x}

or
cl M =

∩
ε>0

M + εB

The above definitions of the closed closure are equivalent, i.e., all of the above sets are the
same.

Solution. “(1) ⇒ (2) :
∩

M⊂Q,Q闭
Q ⊂ {x | ∀ε > 0, Bε(x)

∩
M ̸= ∅}”. 记 cl M =

∩
M⊂Q,Q闭

Q, 若存

在 x ∈ cl M , 但 Bε(x)
∩
M ̸= ∅. 则 cl M \Bε(x) ⊃ cl M , 矛盾!

“(2) ⇒ (3) : {x | ∀ε > 0, Bε(x)
∩
M ̸= ∅} ⊂

∩
ε>0

M + εB”. ∀ε > 0, Bε(x)
∩
M ̸= ∅, 这说明,

x ∈ M + εB, 由 ε 任意性得证.
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“(3) ⇒ (1) :
∩
ε>0

M + εB ⊂
∩

M⊂Q,Q闭
Q”.

验证对于任意闭集 Q, 有
∩
ε>0

M + εB ⊂ Q. 用反证法, 假如存在 Q 是闭集, 但上述包含关系不

成立, 也即存在 ε > 0, Bε(x) ∈ Qc. 即 Bε(x)
∩
M = ∅. 则 x /∈ M + ε

2
B. 矛盾！

Question 2

For a bounded set, the closed convex hull is also the convex hull of the closure of the said set.
And give an example that in general convS ̸= conv(clS).

Solution. 由 cl(conv)(S) ⊇ cl(S), 且 cl(conv(S)) 是凸集, 易得

cl(conv(S)) ⊇ conv(cl(S)).

由 cl(S) 是紧集 (有界闭集), 故 conv(cl(S)) 是紧集, 自然是闭集. 故由 conv(cl(S)) ⊇ conv(S)
可得

cl(conv(S)) ⊆ conv(cl(S)).

故对于有界闭集 S, 有
cl(conv(S)) = conv(cl(S)).

例子: S = (0, 1) ∪ x 轴. 则 cl(conv(S)) = R× [0, 1], conv(cl(S)) = {R× [0, 1)}
∪
(0, 1).

4 月 29 日作业

Question 1

设 C1, C2 ⊆ E 是凸集, 则 ri(C1 + C2) = ri(C1) + ri(C2).

Solution. 不妨设 dim(C1) = dim(C2) = dim(E)

F (x1, x2) = x1 + x2

于是 ri(F (C1 × C2)) = F (ri(C1 × C2))

下证
ri(C1 × C2) = ri(C1)× ri(C2).

任取 (x1, x2) ∈ ri(C). 存在 ε > 0, 使得 Bε((x1, x2)) ∩ aff(C1 × C2) ⊆ C1 × C2. 而 Bε((x1, x2) |
C1) = Bε(x1),Bε((x1, x2) | C2) = Bε(x2). 且易得 aff(C1 × C2) = aff(C1) × aff(C2). 于是
Bε(x1)× Bε(x2) ∩ (aff(C1)× aff(C2)=(Bε(x1) ∩ aff(C1))× (Bε(x2) ∩ aff(C2)) ⊆ C1 × C2. 这说
明 Bε(x1) ∩ aff(C1) ⊆ C1, Bε(x2) ∩ aff(C2) ⊆ C2. 即 (x1, x2) ∈ ri(C1)× ri(C2). 反方向亦然.
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于是，ri(F (C1 × C2)) = F (ri(C1 × C2)) = F (ri(C1)× ri(C2)) = ri(C1) + ri(C1), 得证

ri(C1 + C2) = ri(C1) + ri(C2).

Question 2

Rn
+, Sn

+ and K = {(x, t) ∈ Rn × R+ | |x|2 ⩽ t} are closed convex sets and all of them are
self-dual.

Solution. ∀x1, x2 ∈ Rn
+, λx1 + (1− λ)x2 ∈ Rn

+, λ > 0, 由于 R+ 是闭集, 故 Rn
+ 是闭集.

∀A1, A2 ∈ Sn
+, λA1 + (1 − λ)A2 ∈ Sn

+, λ > 0. 至于 Sn
+ 的闭性, 取一列 A1, · · · , An, · · · , 记在某

一矩阵范数 ∥ · ∥ 的意义下 A1, · · · , An 收敛至 A. 则对于任意 x ̸= 0, 有 x⊤Anx → x⊤Ax ⩾ 0.
∀(x1, t1), (x2, t2) ∈ K,

λ(x1, t1) + (1− λ)(x2, t2) = (λx1 + (1− λ)x2) + (λt1 + (1− λ)t2))

而 |λx1 + (1− λ)x2|2 ⩽ |λx1|2 + |(1− λ)x2|2 ⩽ λt1 + (1− λ)t2, 证毕.

闭性是显然的.

至于自对偶性,
(Rn

+)
0 := {d ∈ E | ⟨d, x⟩ ⩽ 0, ∀x ∈ Rn

+}.

依此取 e1, e2, · · · , en, 于是得到

(Rn
+)

0 := {(x1, x2, · · · , xn), x1, · · · , xn ⩽ 0} = −(Rn
+)

0.

故 (Rn
+)

∗ = Rn
+.

设 Y ∈ (Sn
+)

∗, 若 Y /∈ (Sn
+)

∗, 则存在 x 使得 x⊤Y x < 0. 记 X := xx⊤ ∈ Sn
+, 于是 ⟨Y,X⟩ < 0，

矛盾! 于是 (Sn
+)

∗ ⊆ Sn
+.

反过来，任取 X,Y ∈ Sn
+, 有谱分解 X =

n∑
i=1

λiqiq
⊤
i , λi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , n. 因此

⟨Y,X⟩ = tr(
n∑

i=1

λiqiq
⊤
i ), λi ⩾ 0

这说明 Y ∈ (Sn
+)

∗, 于是 Sn
+ ⊆ (Sn

+)
∗. 综上

Sn
+ = (Sn

+)
∗.

至于 K = {(x, t) ∈ Rn × R+ | |x|2 ⩽ t}, 可写成等价形式 K = {(x, t) |
(x, t)与正半轴夹角不超过 45 度}, 于是 K0 = {(x, t) | (x, t)与负半轴夹角不超过 45 度}. 显然
K∗ = −K0 = K.

本题证毕.

Question 3
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设 S ⊆ E 非空. 则
cone(S) = C(S) = R+(conv(S)) = (conv(R+S)

其中

C(S) := {
r∑

i=1

λixi | r ∈ N, xi ∈ S, λi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , r}

Solution.

cone(S) ⊆ C(S): 显然.

C(S) ⊆ R+(conv(S)): 任取 x ∈ C(S), 即

x =
r∑

i=1

λixi | r ∈ N, xi ∈ S, λi ⩾ 0, i = 1, 2, · · · , r

若 x = 0, 显然 x ∈ R+(conv(S)). 若 x ̸= 0, 则 λi 不全为 0, 即 λ :=
r∑

i=1

λi. 则 x
λ
∈ conv(S).

R+(conv(S)) ⊆ (conv(R+S): x ∈ R+(conv(S)) = λ
r∑

i=1

αixi =
r∑

i=1

αi(λxi) ∈ conv(R+S)

S ⊇ R+S, 且 S 是凸集, 于是
cone(S) ⊇ conv(S)

本题证完.

Question 4

K = {(x, t) ∈ Rn × R+ | ∥x∥2 ⩽ t}. For x ∈ K, compute TK(x) and NK(x).

当 x ∈ int(K), 于是 Bε(x) ∈ K, 于是 TK(x) = Rn+1, NK(x) = 0.

当 x = 0 时, 有教材推论 2.4.9 有 NK(0) = Ko = −K. 由于 TK(0) = (NK(0))o, 于是 NK(0) =

K.

当 x ∈ bdK \ {0} 时, 有 ∥x∥2 = t. 由 NK(x) = {v ∈ Ko | ⟨v, x⟩⟩ = 0}, 取 (x′, t′) ∈ K, 知

�x′�⊤x+ t′t = 0

且 ∥x′∥2 ⩽ −t′. 故
−t′t = ∥x′x∥2 ⩽ ∥x′∥2∥x∥2 ⩽ t′t

于是得到 x′ = x, t′ = −t. 于是
NK(x) = R+(x,−∥x∥)

则 TK(x) = (NK(x))0.

5 月 6 日作业
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Question 1

Let C1, C2, · · · , Cp ⊆ E, then

(

p∏
i=1

Ci)
∞ ⊆

p∏
i=1

C∞
i .

Equality holds under either of the conditions.

(1) Ci is nonempty and convex for all i.

(2) There exists at most one i0 such that Ci0 is unbounded.

Solution. ∀v ∈ (
p∏

i=1

Ci)
∞, ∃{xk} ⊆ (

p∏
i=1

Ci)
∞, {tk > 0} → 0, tkxk → v}.

于是对于 ∀i, ∃xk(i) ∈ Ci, {tk > 0} → 0, tkxk(i) → v(i). 故 xk(i) ∈ C∞
i , xk ∈

p∏
i=1

C∞
i .

若 Ci 非空凸, 则由教材命题 2.57, C∞ = O+(cl(C)). 故若 v ∈
p∏

i=1

C∞
i =

p∏
i=1

O+(cl(Ci)). 则对

于 ∀xi ∈ cl(Ci), λ ⩾ 0, xi + λvi ∈ cl(Ci). 若说明 cl(
p∏

i=1

Ci) =
p∏

i=1

cl(Ci) , 则 ∀(x1, x2, · · · , xp) ∈

cl(
p∏

i=1

Ci), λ ⩾ 0, x+ λ(v1, v2, · · · , vp) ∈ cl(
p∏

i=1

Ci). 故 v ∈ O+(cl(
p∏

i=1

Ci)) = (
p∏

i=1

Ci)
∞. 这说明

(

p∏
i=1

Ci)
∞ ⊇

p∏
i=1

C∞
i

结合 (
p∏

i=1

Ci)
∞ ⊆

p∏
i=1

C∞
i , 可得 (

p∏
i=1

Ci)
∞ =

p∏
i=1

C∞
i .

下证 cl(
p∏

i=1

Ci) =
p∏

i=1

cl(Ci).

方向 cl(
p∏

i=1

Ci) ⊆
p∏

i=1

cl(Ci) 是显然的.

对于 ∀x ∈
p∏

i=1

cl(Ci), 则对于 x1 ∈ cl(C1), 存在 xk(1)

1 ∈ C1, 使得 {xk(1)

1 } → x1 同样的, 对

于 ∀(xk(1)

1 , x2) ∈ C1 × cl(C2), 可找到 {(xk(1)

1 , xl(1)

2 )} → (xk(1)

1 , x2), 由对角线法则, 可找到一列
{(xk(1)

1 , xk(2)

2 )} → (x1, x2). 于是 (x1, x2) ∈ cl(C1)× cl(C2) 依此进行下去, 可说明 x ∈ cl(
p∏

i=1

Ci).

故
p∏

i=1

cl(Ci) ⊆ cl(
p∏

i=1

Ci). 于是 cl(
p∏

i=1

Ci) =
p∏

i=1

cl(Ci) 得证. 条件 (1) 证完.

下证条件 (2), 假如 C1, C2, · · · , Cp 均有界, 易得 (
p∏

i=1

Ci)
∞ =

p∏
i=1

C∞
i = {0}. 若 Cj 无界, 但

Ci(i ̸= j) 有界. 由命题 2.55, 则 (
p∏

i=1

Ci)
∞ = {0} × {0} × · · ·C∞

j × {0} × · · · {0} =
p∏

i=1

C∞
i .

Question 2

Let T ∈ L(E1, E2) and C ∈ E be closed such that ker T ∩ C∞ = 0. Show T (C∞) = (T (C))∞.
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Solution. ∀y ∈ (T (C))∞, ∃{T (xk)} ⊂ T (C), {λk > 0} → 0, s. t. λkT (xk) → y.

若 ∥λkxk∥ → ∞, 而 λkxk

∥λkxk∥ = xk

∥xk∥ → x, 得到 T (x) = 0. 而 x = 1, 与 ker T ∩ C∞ = 0 矛
盾. 这样 {λkxk} 是有界子列, 故必然可以找到收敛子列 {λαxα} ⊂ {λkxk}. 由 C∞ 是闭集, 则
存在 v ∈ C∞. 使得 λα(xα) → v. 而 y = lim

k→∞
λkT (xk) = T (λkxk) = T (v) ∈ (T (C))∞. 这说明

(T (C))∞ ⊆ T (C∞).

另一方面, 若 y ∈ T (C∞), 则存在 xk ∈ C, {λk > 0} → 0, 使得 T (λk → xk) → y. 而 T (λk →
xk) = λkT (xk). 这说明 y ∈ (T (C))∞. 由此得 T (C∞) ⊆ (T (C))∞. 本题证毕.

5 月 8 日作业

Question 1

Let K ⊆ E be a cone. Then Koo = convK.

由教材注释 2.33, Koo 闭且凸. 显然有 Koo ⊃ convK.

另一方面, 若 ∃x ∈ Koo, 但 x /∈ convK. 则有基本分离定理, 存在 s ̸= 0, 满足

⟨s, x⟩ > sup
v∈convK

⟨s, v⟩

故 ⟨s, x⟩ > 0. 同时
⟨s, x⟩ > sup

v∈convK
⟨s, λv⟩

令 λ → ∞, 得 ⟨s, v⟩ ⩽ 0, ∀v ∈ convK.

于是 s ∈ (conv(K))o ⊂ Ko, 而 x ∈ Koo = (Ko)o, 于是必然有 ⟨r, x⟩ ⩽ 0, 矛盾!

本题证毕!

5 月 13 日作业

Question 1

Let s1, s2, · · · , sm be given in Rn. Then the convex cone K := cone{s1, · · · , sm} = {
m∑
j=1

αjsj :

αj ⩾ 0 forj = 1, 2, · · · ,m} is closed.

Solution. 取 ∀ y /∈ K. 只有如下两种情况: y /∈ span{s1, s2, · · · , sm}. 由于子空间是闭集, 故一
定存在 Bε(y) ∩ span{s1, s2, · · · , sm} = ∅.

若 y ∈ span{s1, s2, · · · , sm}, 但 y /∈ cone{s1, s2, · · · , sm}. 此时一定有 βi < 0, 而 y =
m∑
j=1

βjsj .
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这时, 显然有 B |βi|
2

(β) ∩


α1

α2

...
αm

 = ∅, α1, α2, · · · , αm ⩾ 0,β� =


β1

β2

...
βn

.

而 [s1, s2, · · · , sn]B |βi|
2

(β) 是包含 y 的开集, 且 [s1, s2, · · · , sn]B |βi|
2

(β) ∩K = ∅.

至此, 我们事实上证明了 Kc 是开集, 于是 K 是闭集.

Question 2

Let C be convex and compact, and D ⊂ C such that conv(D) = C,then extC ⊂ clD.

Solution. 若存在 x ∈ ext(C), 但 x /∈ cl(D). 由于 C 是紧的, 所以 D 有界. 也即此时有
conv(D) = conv(cl(D)).

由 x ∈ ext C ⊂ convD. 则存在 xi ∈ cl(D) 使得 x =
∑
i

λixi,
∑
i

λi = 1. 而 xi ∈ cl(D) ⊂ C, x ∈

ext(C), 这说明 xi = x ∈ cl(D), ∀i, 矛盾！

5 月 15 日作业

Question 1

Let f : R → R
∪
{+∞} and I ⊂ dom f be an open interval. Show the following:

(a) f is convex on I iff the slope function x → f(x)−f(x0)
x−x0

is non-decreasing on I \ {x0}.

(b) Let f is differentiable on I. Then f is convex on I. If f is non-decreasing on I, i.e. f ′(s) ⩽
f ′(t) (s ⩽ t)

(c) Let f be twice differentiable on I. Then f is convex on I iff f ′′ ⩾ 0.(∀x ∈ I).

Solution. (a) ‘⇒’: 只讨论 x2 ⩾ x1 ⩾ x0. 由凸函数性质, 有

(x2 − x1)f(x) ⩽ (x− x1)f(x2) + (x2 − x)f(x1)

整理即得
f(x2)− f(x0)

x2 − x0

⩾ f(x1)− f(x0)

x1 − x0

其余情况只要按中间值展开均可证.

‘⇐’: 要证明, 对于任意 x1, x2 ∈ I, λ ⩾ 0. 则

f(λx1 + (1− λ)x2) ⩾ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (11)
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不妨设 x2 ⩾ x1, 记 λx1 + (1− λ)x2 := x0, 则由

f(x2)− f(x0)

x2 − (λx1 + (1− λ)x2)
⩾ f(x1)− f(x0)

x1 − (λx1 + (1− λ)x2)

可立得 (11).

(b): 由 (a) 立得:

f ′(s) ⩽ f(t)− f(s)

t− s
=

f(s)− f(t)

s− t
⩽ lim

x→t

f(x)− f(t)

x− t
= f ′(t)

(c): ‘⇒’: 由 (b) 立得.

‘⇐’: 由中值定理, (c) 可推出 f(x)−f(x0)
x−x0

非降. 进而由 (a) 的 ‘⇐’ 立得 f 凸性.

Question 2

Let f be convex and lsc, g : R → R
∪
{+∞} be convex (and lsc) and increasing. Under the

convention g(+∞) = ∞ and lim
x→+∞

g(x) = +∞, g ◦ f is convex (and lsc).

Solution.. 保下半连续是显然的, 下证保凸.

g ◦ f(λx1 + (1− λ)x2) ⩽g ◦ (λf(x1) + (1− λ)f(x2))(f凸+ g单增)

⩽λg ◦ (f(x1)) + (1− λ)g ◦ (f(x2))(g凸)

证毕.

5 月 20 日作业

Question 1

证明 f(X +H)− f(X) + +⟨X−1,H⟩ − 1
2

tr(X−1HX−1H) = o(∥H∥2)

Solution.

f(X +H)− f(X) + ⟨X−1,H⟩ − 1

2
tr(X−1HX−1H)

⩽ − log(det(I +X− 1
2HX− 1

2 )) + tr(X− 1
2HX− 1

2 )− tr(X−1HX−1H)

= o(tr(X−1HX−1H))

= o(∥H∥2)

Question 2

12



f 是超强制的, g ∈ Γ, 证明 f + g 也是超强制的.

Solution. 由于 g 适定, 取 x0 ∈ ri(dom(f)), 则由仿射下界定理, 存在 g ∈ E

f(x) ⩾ f(x0) + ⟨g, x− x0⟩

于是

lim
∥x∥→+∞

f(x) + g(x)

∥x∥
⩾ lim

∥x∥→+∞

f(x)

∥x∥
+

⟨g, x− x0⟩
∥x∥

⩾ lim
∥x∥→+∞

f(x)

∥x∥
− ∥g∥

⩾ +∞.

5 月 22 日作业

Question 1

证明 epi<(f#g) = epi<(f) + epi<(g)

Solution. 先证 epi<(f#g) ⊂ epi<(f) + epi<(g).

若 (x, a) ∈ epi<(f#g), 则
inf
u∈E

{f(u) + g(x− u)} < a

则存在 u1, ε > 0,使得 f(u1)+g(x−u1) = α−ε.于是 (u1, f(u1)+
ε
2
) ∈ epi<(f),且 (u2, g(u2)+

ε
2
) ∈ epi<(g) 而 (x, α) = (u1, f(u1) +

ε
2
) + (u2, g(u2) +

ε
2
), 故 (x, α) ∈ epi<(f) + epi<(g).

再证 epi<(f#g) ⊃ epi<(f) + epi<(g)

(x1, α1) ∈ epi<(f),(x2, α2) ∈ epi<(g), 则

(f#g)(x1 + x2) ⩽ f(x1) + g(x2) ⩽ α1 + α2.

这说明 (x1 + x2, α1 + α2) ∈ epi<(f#g). 即 epi<(f#g) ⊃ epi<(f) + epi<(g)
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