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Combinatorial Optimization(组合最优化)-Homework 2

Question 1

设线性规划问题
min c⊤x

s. t. Ax = b

x ⩾ 0

(1)

其中 x ∈ Rn, c ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n, 记可行域为 F，最优解集为 F ∗. 证明：

1. F 是一个闭集.

2. F ∗ 是一个凸集.

Solution.

1. F 是多胞形 P1 := {x ∈ Rn | Ax = b} 与半空间 P1 : {x ∈ Rn | x ⩾ 0} 的交. 显然 P1 和 P2

是闭集，于是 F 是闭集.

2. 若 x∗
1�x∗

2 ∈ F ∗, 则对于 λ1 > 0, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1, 有

c⊤(λ1x
∗
1 + λ2x

∗
2) = λ1c

⊤x∗
1 + λ2c

⊤x∗
2 = c⊤x∗

1 = c⊤x∗
2 ∈ arg min{c⊤x | x ∈ X} (2)

且
A(λ1x

∗
1 + λ2x

∗
2) = λ1Ax

∗
1 + λ2Ax

∗
2 = b

λ1x
∗
1 + λ2x

∗
2 ⩾ 0

(3)

满足可行性条件. 于是 F ∗ 是一个凸集. 本题证毕.

Question 2

下述两个线性规划问题
min c⊤x

s. t. Ax = b

x ⩾ 0

(A)

1



min − c⊤x

s. t. Ax = b

x ⩾ 0

(B)

(A) 和 (B) 能同时有任意最小费用的可行解吗? 若有, 请举例, 若没有, 请证明.

Solution. (A) 和 (B) 能同时有任意小费用的可行解. 举例如下：取

c =


1

−2

1

 ∈ R3, A = 0, b = 0 (4)

则 x1 = k


0

1

0

, x2 = l


1

0

1

 当 k, l → +∞ 时，可分别使 (A) 和 (B) 取得任意小费用的可行解.

Question 5

若一个线性规划问题的每一个顶点都是非退化的，那么它的最优解是否唯一? 若是, 请证明; 若
否, 请举例.

Solution. 不一定唯一. 比如如下的优化问题

max x1 + x2

s. t. − x1 ⩽ 0

− x2 ⩽ 0

x1 + x2 ⩽ 2

(5)

三个顶点 (2, 0), (0, 2), (0, 0) 都非退化, 但是最优解不唯一.

Question 6

在单纯形算法中, 一次旋转变换, 能让一个可行点在 Rn 中移动一段正的距离而使得费用保持不
变吗? 为什么?
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Solution. 不会, 将优化问题化为典式后

min f0 − (λm+1xm+1 + · · ·+ λnxn)

s.t. x1 = b̄1 − (β1,m+1xm+1 + · · ·+ β1,nxn)

...

xm = b̄m − (βm,m+1xm+1 + · · ·+ βm,nxn)

xi ⩾ 0

若 λm+1, · · · , λn ⩽ 0, 此时算法已经终止, 当前解已经是最优解.

若存在 λk > 0, 确定出基变量 xl 后, 将非基变量 xk 由 0 调整至 bl
βl,k

, 势必会使得典式中的目标

函数值下降. 注: B−1b =


b̄1

b̄2
...
b̄n

 , B−1N =


β1,m+1, · · · , β1,n

β2,m+1, · · · , β2,n

..., . . . ,
...

βm,m+1, · · · , βm,n

.

习题课答案

z = c⊤x = c⊤BB
−1b− (C⊤

BB−1N − C⊤
N )xN

其中 C⊤
NB−1N − C⊤

N 中元素均 < 0 时算法已经结束 (检验数). 否则, 总可以让相应位置的非基
础变量进基.

Question 7

在单纯形算法中, 一次旋转变换有一列向量退出基, 那么这个列向量能够在紧接的下一次旋转变
换中重新进入基吗?

Solution. 不妨设上一次基变量为 {x1, · · · , xm}, 非基变量为 {xm+1, · · · , xn}. 所对应的费用向

量分别为 cB =
(
c1, c2, · · · , cm

)⊤
与 cN =

(
cm+1, cm+2, · · · , cn

)⊤
. 设上次出基变量为 xl, 进基

变量为 xk. 进行一次迭代后, 变量 xl 所对应的列向量为:(
−β1,k

βl,k
,−β2,k

βl,k
, · · · , 1

βl,k
, · · · ,−βm,k

βl,k

)⊤

则计算该列对应的检验数 λl, 得：

λl =
m∑

i ̸=l,i=1

ci · (−
βi,k

βl,k

) + ck ·
1

βl,k

− cl

=
1

βl,k

(−
m∑
i=1

ciβi,k + ck)

= − 1

βl,k

· λk

(6)
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其中 βl,k > 0(由于上次选择了 xl 出基), λk > 0(由于上次选择了 xk 入基), 故 λl < 0, 这说明了
本轮第 l 列对应的检验数 < 0, 它不可能进基.

注. 第二次作业中的 Question 3-4 在第一次作业中已经完成.
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